Afrondingsfouten by Wijngaarden, A. (Adriaan) van
STICH11NG 
MATHEMATISCH CENTRUM 




A. van Wijngaarden 
• 
1950 
Mededeling MR 3. 
Tevens Z W-( 1950 )-001. 
AFRONTIINGSFOUTEN 
Door A. van Wijnganrden. 
Di t rap7)ort bevat een kort overzicht van 
het result A.Rt van onderzoekingen van w. L. 
Scheen en A.. vs.n Wijngaarden over enkele 
fundaDenteJ.e kw1Jsties met betrekking to-t 
a:fra,ndingsiouten. Fen ui tvoerig rapport 
zal binnenkor"t Worden gepubliceerd.. Wij 
danken onze ccllega 1 s van het Mathemn.tisch 
Centrum voor hun medeworking op verschil-
lencle detB.ilpunt en. · 
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1. Definities en nomenclatuur. 
Ons gemakshalve beperkende tot de voorstelling van een ge-
tal in het decimale stelsel, definieren wij de op n decime.len 
af'geronde waarde Anf van een getal f als dat gehele getal maal 
10-n, waarvoo~ geldt -5 x 10-n-l<_ f - Anf < 5 x l◊-n-l. In het 
geval, dat 10 f = 0,5 (mod 1), e;eldt de aa.nvullende definitie, 
dat Anf dat even gehele getal maal 10··n is, waarvoor geldt 
f - Anf = ± 5 x 10-n-l _ Deze defini-tii:: heeft het voordeel, dat 
a. priori de waarschijnlijkheid or. ,39,1 getal na.ar boven of na.s.r 
benGden af te ronden gelijk is~ te~vi':! Jl voo:i:-ts de kans om door 
twee maal in successie af te rom-lv!l 1:-,~')n antler resulta.at ta ba-
reiken dan door incens 't(d:; het ui-!;e-inaelijke aantal decimalen 
af te ronden sterk verminderd wordt. Door nog wat zorgvuldiger 
definitie van het a.frondingsprincipe i.s deze kans zelfs n1;s te 
vDrkleinen. 
In het volgande zullen wij grot8 reeksen getallen tot het-
zelfde aantal dec~ .. malen afgeronn denken. Jemkshalve denken wij 
ze ee:rst met 10n i,1 ermentevuldigd i-oil.at de afgeronde wearde t .,,n 
geheel getal is~ Wij schrijven c1an kortweg A voor de afrondj 
operator.. De operator 1-A zullen wij ct noemen. Voorts zulleri 
wij vaak de afgeronde waarde aangeven door een oorresponderend0 
hoofdletter te bezigen, dus Af = F en het resterende gedeel te 
van f, dus d., f 1 dat wij het breukdeel van f zullen noemen, 
geven wij aan met een corresponderende Griekse letter, dus 
of,, f = <f • Dus is: 
F = 0 (mod l)als l1fl<½. f = A':f + Ci,f = F + (f , 
of F = O (mod 2) a.ls !<pl = ½. 
(1 .. l'l 
Een stelsel van N brcukdelen cpk(k = 1, 2, ••• N) noemen wij homo-
11cl'dre1.; ( ) ~ <'. ?f) ..: t'.' <. i ge0n als voor het aantal MN dcr <pk, waarvoor - 2"''r1c'•;, ·~ ... , 
geldt lim M( N ;~ ) /N= ~ + ½, N ➔ eo <1.,,.,.h,,rlF< J-. 
Voorts noemen wij n opeenvolgende <pk in ditstcl~!mlr inn n 
deze limiet ook nog geldt voor het gevalwij de 1fk' welke bi:i·· 
. 1 1 < -O:.<t ~ b :::: ~ dragen tot M( N ,t), slechts da.n tellen a s - :a -- af 1k-j'' j · ~: 
( ) d aJ.'s en bj's willekeurig goko~~n j = 1,2 ••• n-l, waarin e ~ 
zijn. 
Hoewel onze problemen eigelijk niets met statistiek 
hebben, omdat een begrip als waarschijnlijkheid van een 
de afronding zinneloos· is ( ze is immers volkomen bepruild) 
nen wij onder bepaalde omstandigehden met het oog op. o:nzc 
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onkunde genoegen nemen met pseudostatistische uitspraken over 
"waarschijnlijkheid van een fout 11 • In het volgende zullen wij 
daarom ook gemaksha1ve statistische terminologie gebruiken. 
2. Eerste standaardvraagstuk. 
Zij gegeven een grote verzameling getallen fk = Fk + (yk, waar-
voor ge ldt, dat de ? k homogeen vera.eeld is en voorts dat n op-
volgende ffk onafhankelijk zijn. Zij gevra.agd te hepalen 
n 
f ::::: ~l ak fk' (2 .. 1) 
waarin de ak I s get:;even constante~ ·ZJ.J n~ 
Als ons alleen cio afgeronde waarden Fk -ter besch .. 1cking staan 
is het beste war wij kmme:n docn te vormen 
Vi 
g -· 2· ,., H' 
- - Uk .:..k 
k==J. 
( 2. 2) 
Tussen beide antw,:-iorden bestaa-i; U!n :'liscrepantie 





t.. i k • 
k==l 
Wat is de waarschiJnlijkheid$dichthcid w('-f) van 4'? 
De waarschijnlijkheidsdichtheid w~(<fk) van 1·k is gegeven door: 
~ 1 als \ lft l <"'~ ½ wk( <fk) = 1-Jkl , 0 als Hki >½ 
en dus is die van yk, nl. wk(yk) gelijk a.an 
Dus is 
(.; )- \ 1/l ak· 1 als \'1 k ,. \¾: /2 
wk f k - i 
l O als 1 \i k \ :; ! ¾:\ / 2 
(2.4) 
(2.5) 
t "jd. · T_~ n"1-.. ,..ege.i-rans..Porm. eerde :t·II w(-\.,) van W1j vormen de weezi ig .!.J<;l..t'.u:t.v 11 ..1. 
w(+ h 
"" 
LII w(;r)= 1 e-FrwN)df - .. . . 
_,,,, . ' ... _ .. ·. n-1 
""'· Co 
= 1' e"'"Pfdlf l 111<f1ldj1 1 w2<t2)dt2 .. • J wn-1 Cf n-1).'1(~-k~li' k)d'➔n-/~' 
•.I -.C<• . ,..,tp< -t!<): 
... (..,0 
~ ' ·to/, ~-
:= .J_e-P'PI wl· N1)dq,1 J e-P1b.w2<"r2)d'f2·." ) .• e-I*, wn<+n)d'} n • 






Om hieruit w(~) te vinden kan op twee wijzen geschieden, nl,. 
door directe inversie van de Laplaoetransformatie of door w(if,) 
te ontwikkelen naar Hermite-functies, waarbij de ontwiltkelinga-
coeff'icienten dan juist · gemakkelijk met de Lapla.ce-getrane~o:r-
meerde bepaald kunnen worden. Hier zullen wij alleen de eerste 
methode bespreken. 
Zijn de 2n grootheden /\. gedefinieerd door 
l1 J 
ij = -z __ ± 31,/2, 
k=j_ 
dan is blijkbaar 
LII w(t)= n: 
p 'Tf ~ 
k=l 
p). 
I + e J 
A-
,J 
(2 .. 8) 
{2,9~ 
waarin het plusteken dan wel bet minteken gekozen dient te wor•· 
den naar gelang bij de bepaling van de betreffende :>i j volgens 
( 2. 8) e en even dan w el een oneven aantal mintekens is gebru:ikt.. 
De inversie is eenvoudig en levert 
{2.10) 
waarin het symbool tussen vierkante haken gedefinieerd is door 
, [x] n = (x ;1x1 )n = { xn als x> 0 (2.11) 
0 als x<. O. 
Hierui t volgen de curnulatieve verdelingsfunctie v(4'h 
v(o/)= J1w(t)dt = · 1 .. I ±[t+Aj] n 
~oo nl 1f ¾: "j 
k 
en haar eerste integraal u(f): 
U(tL )= (f v( t) dt = .· ·. l 
T L, .. (n+l) !.'1T ¾ 
k 
{ ± ["41 +ij] n+l • 
:.I 
(2.12) 
In deze :f'ormules mogen de ak' s oak verva~,m wo.rden ll◊O~" 
· · · .. · · · t d ... · "'~ 11 slechts uitie"' · 
absolute waarden. Bl1Jkbaar hoef · e som. ov~~ \ . . . · ·.. . · · . 
strekt te warden over die 'Aj, wae.rvoor geldt t+ j >0 · . 
-:)-
3. Tweede standaardvra.agstuk. 
Dit is 9en_wijziging van het voorgaande vraagstuk. Laat ons 
niet ':f doch slechts F willen bepalen. In plaats hiervan kunnen 
wij slechts G bepalen. De discrepantie P 
P=F-G ( 3.1) 
is nu een geheel getal-. Gevraagd wordt de waarschijnlijkheid 
D( P) te bepalen dat P een voorgeschreven (gehele) waarde a.an-
neemt> Dit vraagstuk is aanmerkelijk ingewikkelder, hoe..,.el 
eigenlijk minder gevraagd wordt. 
m. a. w. 
p = A()'+f) 
Dus geldt 
P - l .N y ~ )' ~ P + ½ -1' 
(3. 2) 
(3.3) 
La.at V(0,) de verdelings:functie van 1; zijn, dus V( to) de wa.ar-
schijnlijkheid, dat 6 <.00 , zodat V(6 )= O als 0< - ½ en V{'t' }= 1 
a1s 1> ½. Voor gegeven f is dan 
( 0 als \f/Z P-1 en als ~>P+T 
S2(P)= ) 1 - V(P - ½ -t) als P-1 <¥~ P {3.4) 
( V( P + ½ -'1') als P <-f < P + 1. 
Dus totaal is 
P .. ~l 
f)_ (P)= ~P-l w (1) { l - V(:P ... ½-t)i do/ + ~p w(1) V(P+i--1} )df = 
1 8 
= ( i w_(P-½+)') 11-V(-O )\ dJ + J_½ w(P+½--t) V(;)d "f• ( 3, 5) 
-2 
In het belangrijke. geval, dat V(l) voldoet aan de symmetr;Lere-
latie V(J)= 1 - V(-f) is dus: 
½ Q(P):c i 1w(P ... ½+0)+ w(P+½-t)1V(t)do• (3c6) 
1 
-z 
Om V(1} te bepalen, bewijzen wij eerst twee hulpstellingen: 
!!~1E~!f!:!:f~-... 1•. Zij gegeven een stelsel gehele geta.llen Pk, 
met GO.D(~)= 1. Dan. hee:ft de vergelijking ~ Fkpk = 1 een 
oplossing met gebele Fk" 
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Bewijs, Zij d de kleinste posi tieve waarde, welke 2.Fkpk ka.n 
aannemen. Zij nu ~ = qk d + rk met gehele qk en O ~ rk, d, 
dar.. is rk = pk ..,.. qk d een geta.l van de vorm 'IFkpk' en 
omdat rk<d, ge1dt rk = O. Dus d~ GGD(I\:), dus d = 1. 
tl~!P~!~~!!~_g. Als de Fk 1 s (k=l,2 ••• n) alle gehele waarden van 
· - ootot co met gelijke wa.arschijnlijkheid aannemen, dat doet 
Fkl\: dit ook~mits GGD(pk):::: I. 
Bewijst Dit is bewezen, als wij hebben aangetoond, dat het 
rooster in de n-dim8nsionale ruimte gevormd door de punten 
(F1 ,F2, ••• Fn)in disjuncte configuraties verdeeld kan wor~ 
den, zodanig, dat 
a) in iedere•con:figuratie IFkpk elke gehel~ waarde e~n-
maal aanneemt; 
b) alle configuratie_s congruent zijn; 
c} het gehele roost~r uitge~ut is. 
- . 
Eerst vormen wij zulk een con:f'i€1J.ratie door een punt 
(F 1 ,F 2 , .... F n}, waarvoor I Fkpk=l, -te vermenigvuldigen, met 
alle gehele getallen. De and.ere con:figura.ties worden ge-
\rOnden door alle translaties welke do oorsprong overvoeren 
in een punt, waa.rvoor ook geldt I. Fk!ic =; O. Dan is_ aan a) 
·en b) voldaan. Ook aan c) is voldaan, omdat als i: FkPic = q 
en r Fkpk = q ook t (Fie - Fk)pk = o. 
Wij onderstellen nu alle ~ts rationaal en herleid tot b;reu-
ken met kleinst mogelijke gelijke noemer q_ .. Zij dan ak = tk/q 
en GGD tk = r, dus tk = r pk met GGD pk=~• Dan is 
g = "L ak _Fk =(r/q) Z I\: Fk =. (r/q)K, we.arin K = 2.. pkFk alle 
gehele waarden met gelijke waa.rschijnlijkheidaanneemt als Fk 
dit doet, terwijl GGD(r-Jq)~ 1. 
Is q on.even en neemt K de wa.arden O, l, ••• q--1 aa.n, dan· neemt · 
· 4 de waarden -½ + · J-"4 , ,i...½ + ¼ , . . . i - t elk e,n mae.l aan, 
-terwijl_ -y- voorts periodn.ek in K is met periode q. Dan is dm.sr 
l 
0 I 
-r<- ½ . a.ls 
v(r) = k/q als 
-
,½;( _ ½ + -f,- + hl<i'<--½ ¼ i + k(½ q q . q q 
1. als . . l.. (3.7) 1> 2• 
Ia q even en word-t. een $ymJ11e~rische a:frondregel voor ½ en •½ 
gebru_ikt als beschreveri in paragraaf l, de.n geldt (3,. 7). ook. 
Ma.k~n wij gebruik '1a.n ~'.t ·periOdiek; troortge~ette polynoorn 
·· \tan ~rnoulli Bi(~); uQ iJ, blijkbaar 
. ·1 ·o . . . · ' als 6 ~ ~ ½ 
v(;)== · _ ·:_. l if'i~l\(~) -~1J.8a ·- ft 1" f l .(3.8) · ~ ~ 1>½ •. 
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Het is nu slechts · een kwestie van rekenen om Q(P) te vinden, 
Wij kunnen het antwoord nog in verschillende vormen krijgen .. 
Onder gebruikmaking van de centrale differentieoperatoren b 
en S- 2 gedef inieerd · door 
8 f(x)= f(x + ½)- f(x - ½) 
b2 f(x)= f(x + 1) - 2 f(x)+ f(x-1), 
en de functies v en u uit (2.,12) en (2.13) enrealiserende, dat 
o:f alle. q >- j = 0 (mod 1) of alle q 1\ j = ½ (mod 1), vinden wij 
tenslotte: 
1) q_ = 0 ( mod 2) 
a) q A j = 0 ( mod 1) en n = 2m of n = 2m+ 1, of q :i\ J = ½ ( mod 1) 
en n = 2m: 
fl (p )= ~2 _r B2k u ( 2k)c P) (3. 9) 
k=O ( 2k) !q 2k 
b) q 'i\ j = ½ (mod 1) en n = 2m+ 1: 
m B 
D(P).= f2i L. 2k . u(2k\P) 
k=O ( 2k) ! q 2k 
2) q = 1 (mod 2) 
a) q II j = O(mod 1) en n=2m o:f n= 2m+l, of q 'A j = ½ {mod 1) 
en n = 2m: 
m B ( ½) ( ) 
_Q (P)= !2 L ~ 2k u 2k (P) 
k=O (2k)1q2k 
(3.11) 
b) q A.=½ (mgd 1) en n= 2m+l 
J 2 S m B 2k ( ½-) { 2k) D (P) = ~ 1 L ------,,,...... u (P)-
k=O (2k) ! q 2k 
(3 .. 12) 




2! :::: - 24 
B4 :L 
if= - 720 
B4(f} . 7 
4! . :::; •. 5760 
B6 . 1 . 
b-! .~ 30240 ........ 
B5{½) · 31 
15! · . = - 967680 . ., ... 
Is minstens een V$.tl de 8:k.' e :i,rrationaal, dan is q = 09 en geldt 
eenvoudig; 
' Q.(pJ ~- s2 u(J?h (3 .. 1;, 
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Een andere vorm van het resul taat ist 
1) q = 0 (mod 2) 
p 
(\ 1 2 '1 
.u(P)= - ~ SL. v(k)- ½ v(P)} q_ { k= . 4· 
--oo 
2) q = 1 ( mod 2) 
g_P 





Hierui t volgt juist voor het andere extreme geval, nl. dat 
alle ak's geheel zijn, d.w.z. q;:: 1 is, een eenvoudige formu-
le: 
n (P) = Ev(P) t (3.16) 
welke trouwens ook dire~t is in te zient 
4. A:f:hankelijkheid vay de breukdelen. 
Tot dusverre hebben nij steeds onaf'hankelijke (f)k 1 s beschouwd. 
Yan groot belang is echt9f het geval, dat er nevencondities aan 
de q:'k' s zijn opgelegd in cle vorm van lineair o:naf'hankelijke 
functionele relaties 
\1 
X · = L 
J k=l 
(4.1) 
waarin de Xj' s gegeven constanten zijn. De bove:ngenoemde meth,des 
falen dan en wij roepen een meer elementaire methode te hulp, 
welke wij voortaan kortweg de meetkundige zullen noemen, hoewel 
zij zuiver analytisch dobrgevoerd kan worden. Construeer een 
n-dimensionale ruimte Rrl met coordinaten f k. De grenzen \CfkJ = ½ 
definieren een eenheidskubus om de oorsprong. Als de Pk's homo-
geen verdeeld en onaf'hankelijk zijn is de waarschijnlijkheids-
dichtheid om het punt ~ (<fl ,<f2.,. •<f n) ergens binnen de kubus aan 
te treff en constant = 1, De vergelijking ( 2 .. 3) definieert een 
hypervlak R ·1 in R . en v(,~) is eenvoudig het volume inges lo ten n- n T 
door Rn-l en de vlakken\tpkf = - ½. De 1'j•s uit (2.8), welke zo 1 n 
belangrijke rol speeldan ir.i de oplossing van de standaardpro-
blemen eorr~sponderen met de waarden van f, wa.arvoor Rn-l een 
hoekpunt .van de kubus beva-t. 
Is een• aantal m voorwaarden {4.1} gegeven, dan kan het punt 
zich sJ.eohts beweg~p. ovet de binnen de kUbus gelegen gemeen-
schappelijke deGlru!m~R~~ tier Rn-l's voorgesteld door (4.1). 
Een gegeven t kan &ussie¢~~$ wp~(].~n gerea.liseer<l op de a.an Rn..-m 
en de Rn-1 vol.ge~ ( 2 .. ,.,l"Ji~'ln~nscllapx;>e:J.:Ljke deelru:imte Rn-m-1 • 
Is overigens a.an,de homogene verdeling van de ~k voldaan, dan 
vinden wij v(~1) als het volume van Rn-tn begrensd door Rn-m-l 
en de vlakken ~k = - ½ gedeeld door hat totale volume van 
Rn-m begrensd door de vlakkenl~k\= ½. 
In vele gevallen kan op het aantal dimensies wat bezuinigd 
worden door geschikte projectie, doch de technische moeilijk-
heden der berekening zijn bij meer dan drie dimensies uit de 
aard der zaak niet geringi De methode verschaf't evenwel mast 
een antwoord bovendien inzicht, wat van de hiervoor behahdelde 
methoden niet gezegd kan worden. 
5. Homogene verdeling en ~fhankelijkheid in een ta.bel v:an ee;n 
f'unctie. 
Wij willen de hierboven geschetste methoden toepassen op 
vraagstukken die rij zen bij lineaire operaties verricht op een 
taf'el van een functie f met gelijkmatig opklimmend argument 
xk = x0 + kh. Twee vr11gen doen zich direct voor: 
1) Zijn de fk's homogeon verdeeld tussen -ten i? 
2) Zijn 11 tpk' s al dan niet a.f'hRnkelijk? 
De eerste vraag is in wezen die van de gelijkverdeling modulo 
1 van de f'unctie en als -zodRnig i.h.a. niet te beantwoorden •. 
J'liet · 
Echter interesseren wij ons eigerilijk helemaal voor oneindige 
tafels, doch behoeven sledhts te weten of' de gelijkverdeling 
ongeveer o:ptreedt over een groot aantal functiewa.arden. Voorts 
tabelleert men gewoonlijk niet functies, welke practisch niet 
veranderen, d.w.z. in zulke gevallen vergroot men het interval 
hop passende wijze. Da.arom ligt de zaak toch anders dan in de 
getallentheorie en blijkt aan de p.omogene verdeli:ng meestal 
zeer goed voldaan te zijn1 
De tweede v:raag is .belingrijker. Voor de n-de dif:ferentie 
ll1nf' van een n-maal continu dif'ferentieerbare reeele funct:ie 
f'(x) geldt b.~f :::: hn f(n) {~) met x1 ~ .s ~ xn+ • Als :f{n){.;) 
begrensd is over het gebied van de taf'el kan !1~ willekeu:ri~ 
klein gemaakt worden en vrijwel iedere f'unct1etatel, welke i~ 
de praktijk.gebruikt wordt is met zo'n klein interval .gt"e·~··. 
dat een be:paalde dif'ferentie verwaarloo$baar klein is .. · Jul.$ 
· · .n. .. k i· .. . 
~nrf) a:: 11n f - An F = Z .·{-l)n- ,. <.~~.1)<fk +<fn+l = 
. \ k=1 
dus• 
(._a .· i ;::; « <t:P'.f. .Jn+ . . ... ·•·•· ; 
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Zijn de ~' •.• ,tfn onafhankelijk en is ,x[:. n:f homogeen ver-
deeld en onafhankelijk van :Z: akcpk, dan is f n+l ona:fhankelijk 
van 1p1 • · • r.pn• Is echter over het gehele grote gebied, waa.rover 
wij een uitspraak wensen te doen olb~ :::::1,- constant, dan is 
Cf n+l afhankelijk van cp1 •• •<.pn• ' 
De laagste differentie welks breukdeel ~ constant is noemen 
wij de critische differentie. Dif£erenties van lagere orde 
noemen wij subcritisch, die van hogere orde supercritisch. Op-
gemerkt dient te warden, dat wanneer c1.,/:Pf exact constant is 
(zodat o<,6n+p = 0 is), slechts voor irr.ationale o(.6~ geldt, 
dat de fn's homogeen verdeeld zijn. Polynomen met rationale 
coefficientBn en rationale h voldoen dus niet a.an de gelijk-
verdeling van de fk's en zullen worden uitgesloten, hoewel de 
resultaten, welke wij zullen afleiden, wel goed kunnen zij.n. 
In het v olgende zullen wij onze tafels de volgende eisen 
opleggen: 
1) De ~k's zijn homogeen verdeeld~ 
2) Tot zekcre n geldt, dat ~01 . , • cpn onafhankelijk ziJn, 
terwijl van hogere n afhankelijkheid optreedt en wel 
direct in de functionele zin (4.1). 
De vraag of een bepaalde_ta:fel hieraan voldoet laten wij 
over ann dege0n die de resul tat en wil toepassen. 
6. De verdeling van de di:fferenties in een ta:fel. 
De voorgaande overwegingen leiden al direct tot ee.n practisch 
probleem, nl. dat van de be:paling van de waarschijnlijkheid 
il( P) van een voorgeschreven discrepantie P 
(6.1) 
Di t vraagstuk is danrom van groat be lang, omdat men de dif-
fer~nti~s 6~, waarvoor tPf ~ 0 is gebruikt als controle op de 
juistheid van de getabelleerde F-waarden. De extreme wanrden 
die P dan kan aanneme n zijn ± 2n-l, doch de wanrschijnlijkheid 
van zulke grote en zelf s beduidend kleinere waarden is zo gering 
de.t tnen met recht de F-waarden kan wantrouwen ook aJ is P een 
weinig binnen deze extreme grenzen. Men meet dus voor verschil-
lende n practische grenzen aangeven. Comrie heeft dergelijke 
grenzen a.angegeven gebaseerd op practische ervaring en Miller 
berekende, dat deze grenzen van Comrie juist die wa.ren, waar-
voor de verwachti.:igswaarde van een grotere P kleiner dan l % 
is. Wij zullen aantonen, dat de zaak ingewikkelder is en dat 
een dergelijke ui tspraak alleen ender bel)aalde veronderstBllin-
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gen ·-•ver o<:--~nf gedaan kan worden. 
Is tPf supercritisch, dan zijn cp1•.. Cfn+l onafhankelijk en 
de oplossing van het tweede standaardvraagstuk levert ons het 
gezochte resultaat. Als ak fungeren de binomiaalcoefficienten 
( ) n-k+l( n 
-1 k-1) voor k = 1,2 •.. n+l. Omdat de ak 1 s geheel zijn 
kan de eenvoudige formula (3.16) gebruikt worden. 
n 
Is 1:,, f critisch, dan zijn ~1 .•• <p_n onafhankelijk maar <c Tn+l 
is er afhankelijk van. Uit (5~2) volgt dan 
SL(P) = ?)'v(P + ct,l'inf), (6.2) 
b · · ( ) n-k+ 1 ( n ) waar _lJ weer ~ = -1 k-l , doch nu voor k = 1, 2 ••. m. Het 
resultaat hangt nu af van e1.,J;Pf. Voor c1-.,!.Pf = 0 v-i1;1d.:m wij 
Miller's resultaten. 
Is ~nf subcritisch, dan zijn ~ 1 •.. <O. afhankeliJ.k van de rn+ Tn_..:.r 
onafhankelijke (fl ••. <f n-r-l • De oplossing kan nu worden ge-
vonden met de meotkundige .methode. 
Op deze wijze hebben wij i1(P) onder vele omstandigheden uit-
gere15end. , Als voorbeeld van de resul ta ten geven wij J2( P) voor 
de derde differentie o:p pag. 12 • Men ziet wel, dat de waar-
schijnlijkheidsverdeling zeer sterk varieert met de omstandig-
hede:n.· 
'7. De kans op afrondingsfouten bi;i interpolatie.. 
Een andere toepassing van de theorie is gelegen in de in-
terpolatie van een 'functie. Hierbij wordt een functiewaarde fp 
behorende bij een Rrgumeh.t x 0 + p(x1 -x0 ) gevormd als een 
lineair compositum van een aantal functiewaRrden. Zijn de 
funetiewaRrden welke hierbij gebruikt w orden modulo 1 o:paf-
hankelijk, dan kan zonder meer de f'outenkans bereke:µd worden 
met de oplossing vap het standaardprobleem 1,. Van meer belang 
is ech:fier het geval, da.t wij het geinterpoleerde resultaa:t af-
il'.'0~4~~-tot het or:ig.inc~le aantal decimA.len en di t antwoord ver-
l{,e,li.ijken met dat, · wat verkregen zou zijn door de interpolatie 
~~, verrichten met behulp van de niet afgeronde functiewaarden 
en pas daarna af te ronden. Standaardprobleem 2 lever-t nu de 
oplossing. Daarbij komt het merkwaardige resultaat te voor-
schijn, dat de kana om een fout van een bepa.ald aantal eenhe..,, 
den te ma.ken een disc11ntinue functie van p is en wel zodat 
voor iedere rationale waarde van peen discontinuiteii; optre,edt 
Di t effect is overigens slechts van be lang a.ls n klein of :P 
tt erg rationaa.111 is. Als voorbeeld volgen hier de ka.nsen 
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op een fout + 1 of -1 samen voor lineaire, drie- en vierpunts 
centrale Lagrange-interpolatie en wel is de eerste kolom de 
waarschijnlijkheid i2(1)+ S2.(-l) gegeven voor de exacte waarde 
van p, terwijl er naast de kana is gegeven voor een p-waarde, 
welke er willekeurig weinig van verschilt. 
p Lineaire interpolatie Driepunt sinter- Vierpuntsinter ... 
palatie polatie 
,' 0 0.0000 0.2500 0.0000 0.2500 0.0000 0.2500 
0.1 0.2278 0.2259 o. 24 79 o. 2479 0,2358 0.2358 
0.2 0.2000 0.2021 0.2417 0.2418 0.2208 0.2208 
0.3 0.1881 0.1857 o. 2320 o. 2320 0.2058 0.2058 
0.4 0.1667 0.1722 0.2190 o. 2192 0.1938 0.1938 
0.5 0.2500 0.1677 0.2083 0.2049 0.1897 0.1886 
Yooral bij p =O is het rationaliteitseffect zo groat, dat een 
. eenvoudig experiment het gemakke lijk aantoont. 
Ook nu kunnen wij weer het geval onderzoeken, dat de func-
tiewaarden, welke bij de interpolatie gebru.ikt worden functio-
neel gecorreleerd zijn .. Nog zonder veel moeite is dan het ge..;. 
val van lineaire interpolatie in een tabel van een lineaire 
f'unctie te behandelen. Het blijkt da.nt dat het breukdeel r- van 
de uit de tabel geinterpoleerde g nog slechts 2 wa.arden kan 
aannemen, '( tenzij bij rationale p, waarbij het kan voorkomen, 
dat een van beide waarden ½ wordt, wat dart verdeeld dient te 
worden over½ en-½), en nog wel met verschillendeV10.arschijn-
lijkheid., Afgezien van het juist hierboven genoemde effect heeft 
rationa.liteit .of irrationaliteit van p :rru geen invloed meer! 
Daarentegen spee 1 t nu een rol of het breukdeel van de constante 
eerste dif'ferentie ( dus « b,. f) al of niet rationaal is. Ook 
speel t de a:fgeronde waarde van de differentie f dus At::. :f) nu 
een belangrijke rol. De kans op discrepanties l of -1 varieert 
nu sterk ioot de omstandigheden, maar als c1,,.Af' irrationaal is 
geldt fi( l)+J1 (-1 )<½, waarbij hetzij .Q( 1) of D. (-1) willekeurig 
dicht bij ½ kan komen.. Is r:x.l:. f rationaal, dan vervalt oak deze 
begrenzing .. Uit de algemene theorie leidt men gemakkelijk 
extreem gunstige of ongunstige omstandigheden af. Is bijv. 
f' = 40 x a:fgerond op eenheden getabe]J.eerd voo:-- gebele x, dan 
is iedere geinterpoleerde juist. Is daarentegen f = 40 x + 0.. 4 
en p = 0.01, dan is het resultaa.t altijd fout! 
